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1 Ensemble de données élémentaires.

1.1 Objectif.

Je poursuis ici ce que j'ai nommé la piste de l'involution. Les deux premiers
chapitres ont permis de dé�nir les caractéristiques de l'involution pour les es-
paces équipés d'un produit tensoriel déformé [a - 1] et de préciser la notion de
pseudo-neutre à gauche [a - 2].

Dans ce document, il s'agit seulement de compléter les premiers résultats acquis
sur les espaces de dimension trois équipés d'un produit vectoriel déformé et de
repositionner la recherche d'algèbres involutives sur les espaces dotés d'un pro-
duit de Lie déformé dans un contexte théorique plus général en lien avec celui
des algèbres de Lie.

1.2 Normalisation des écritures en dimension trois.

Proposition 1.1. Les cubes (3-3-3) antisymétriques se réduisent à des éléments
de M(3, K).

Démonstration. Elle est assez simple. En partant du principe que le corps K
est de caractéristique di�érente de deux, et en se rendant compte que tout cube
de type (3-3-3) est la superposition de trois matrices carrée (3-3), il devient
facile de comprendre que chaque matrice constitant un cube antisymétrique est
antisymétrique. Par suite, sa diagonale est nulle et elle ne contient au plus que
trois entrées distinctes. En considérant les trois matrices de ce type dont un
élément A de ⊞− est constitué, j'obtiens neuf (trois fois trois) scalaires que je
peux repositionner de manière arbitraire dans un élément de M(3, K).

Proposition 1.2. Les composantes de toute matrice [A] de M(3, K = R ou
C) résultant de l'anti-symétrisation des indices bas (équiv. de la réduction) d'un
cube A de type (3-3-3) peuvent toujours se réécrire de manière normalisée.

Démonstration. Les neuf entrées non forcément nulles du cube A de type (3-3-
3) initial peuvent toujours être regroupées, par convention de classement et de
l'écriture, comme suit :

[A] =

 A1
12 A2

12 A3
12

A1
23 A2

23 A3
23

A1
13 A2

13 A3
13

 =

 A1
3 A2

3 A3
3

A1
1 A2

1 A3
1

A1
2 A2

2 A3
2


Cette particularité de l'écriture résulte du fait que toute paire d'indices (α, β)
pris dans le sous-ensemble Ind3 = {1, 2, 3} des entiers naturels de telle sorte

...
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1.3 Caractérisation de l'involution dans les espaces de dimension trois.

que α < β peut toujours se remplacer par l'indice absent de cette paire ; soit
par exemple ϵ cet indice absent.

De toute évidence, l'écriture normalisée obtenue de la sorte ne coincide pas
avec la convention ligne - colonne habituellement utilisée dans la littérature
mathématique ; à savoir :  A1

1 A1
2 A1

3

A2
1 A2

2 A2
3

A3
1 A3

2 A3
3

 = [A⋄]

Proposition 1.3. La convention ligne - colonne peut être respectée en introdui-
sant la matrice :

[K] =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 ; |K| = 1

Démonstration. Cette a�rmation se véri�e aisément en constatant que :

[A] = {[A⋄] . [K]}t

La matrice transposée [K]t est l'une des trois matrices représentant le groupe des
tétraèdres dans les espaces de dimension trois [01 ; annex J, pp. 653-655]. Elle
est aussi un élément générant le groupe cyclique U3 [02 ; p.18] (Z3 dans la langue
allemande). Par convention du langage, la matrice [A] est la matrice déformante,
[A]t.[J] est lamatrice déformante e�ective et en�n [A⋄] est lamatrice déformante
normalisée ; �nalement toutes ces matrices sont liées entre elles par la relation :

[A]t . [J ] = [A⋄] . [K] . [J ]

1.3 Caractérisation de l'involution dans les espaces de dimen-
sion trois.

L'application des relations générales trouvées dans [a - 2] aux espaces de
dimension trois permet de dé�nir l'involution par :

η = 1, 2, 3 :

3∑
α<β=2

Bη
αβ . (a

α . xβ − xα . aβ) = xη

avec :

Bη
αβ =

3∑
δ<γ=2

Aη
δγ . C

γδ
αβ ; C

γδ
αβ = Aγ

αβ . a
δ − Aδ

αβ . a
γ

Ceci peut être réécrit avec l'aide de la matrice [B([A], a)] :

[a,x][B([A],a)] = x

avec :

Bη
αβ =

3∑
δ<γ=2

Aη
δγ . (A

γ
αβ . a

δ − Aδ
αβ . a

γ)

...
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1 ENSEMBLE DE DONNÉES ÉLÉMENTAIRES.

La normalisation des écritures conduit à réécrire les entrées de la matrice [B([A],
a)] de façon simpli�ée :

Bη
ϵ =

3∑
δ<γ=2

Aη
δγ . C

γδ
ϵ ; Cγδ

ϵ = Aγ
ϵ . a

δ − Aδ
ϵ . a

γ = A[γ
ϵ . a

δ]

Et, en écrivant (γδ) ≡ µ, à :

Bη
ϵ =

3∑
µ=1

Aη
µ . C

µ
ϵ

Ou, de façon condensée :

[B⋄] = [A⋄] . [C⋄]

1.4 La matrice normalisée [C⋄].

Au sein d'une discussion dans laquelle les indices doivent être choisis dans
Ind3, l'indice µ constitué par la concaténation d'une paire d'indices obligatoi-
rement distincts est forcément celui qui n'apparait pas déjà dans la paire en
question ; de sorte que :

µ = 1 : C(2, 3)
ϵ = C1

ϵ = A2
ϵ . a

3 − A3
ϵ . a

2 = A[2
ϵ . a

3]

µ = 2 : C(3, 1)
ϵ = C2

ϵ = A3
ϵ . a

1 − A1
ϵ . a

3 = A[3
ϵ . a

1]

µ = 3 : C(1, 2)
ϵ = C3

ϵ = A1
ϵ . a

2 − A2
ϵ . a

1 = A[1
ϵ . a

2]

En disposant les entrées dans le respect de la convention ligne - colonne, je
trouve les neuf relations suivantes :

C1
1 = A2

1 . a
3 − A3

1 . a
2 ; C1

2 = A2
2 . a

3 − A3
2 . a

2 ; C1
3 = A2

3 . a
3 − A3

3 . a
2

C2
1 = A3

1 . a
1 − A1

1 . a
3 ; C2

2 = A3
2 . a

1 − A1
2 . a

3 ; C2
3 = A3

3 . a
1 − A1

3 . a
3

C3
1 = A1

1 . a
2 − A2

1 . a
1 ; C3

2 = A1
2 . a

2 − A2
2 . a

1 ; C3
3 = A1

3 . a
2 − A2

3 . a
1

Elles se laissent condenser en :

[C⋄] =

 0 a3 −a2
−a3 0 a1

a2 −a1 0

 .

 A1
1 A1

2 A1
3

A2
1 A2

2 A2
3

A3
1 A3

2 A3
3


Ou encore :

[C⋄] = [J ]Φ(a) . [A
⋄]

...
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1.5 Interprétation de la matrice normalisée [C⋄] dans le cadre de la théorie
des spineurs d'E. Cartan.

1.5 Interprétation de la matrice normalisée [C⋄] dans le cadre
de la théorie des spineurs d'E. Cartan.

Le formalisme normalisé de l'hyper-cube C, in extenso : la matrice [C⋄], per-
met d'écrire par transposition à cause de l'antisymétrie naturelle de la matrice
rotation [J ]Φ(a) :

[C⋄]t = −[A⋄]t . [J ]Φ(a)

De sorte que, par addition :

1

2
. {[C⋄] + [C⋄]t} = −1

2
. {[A⋄]t . [J ]Φ(a) − [J ]Φ(a) . [A

⋄]}

L'objet mathématique placé à gauche du signe de l'égalité représente la partie
symétrique de la matrice [C⋄]. La matrice placée à droite évoque les ré�exions
d'E. Cartan exposées dans [03 ; chapitre IX, pp. 145-147, (1)] à cause de la pré-
sence de la matrice rotation [J ]Φ(a).

La similitude des écritures est complète chaque fois que (i) la représentation
normalisée de la matrice déformante [A] est symétrique et (ii) l'argument a de
la rotation est un in�niment petit. Dans ce cas, la partie symétrique de la matrice
[C⋄] impliquée dans la description d'une involution est aussi une représentation
de la variation in�nitésimale de la matrice déformante normalisée [A⋄] ; en clair :

{[A⋄]t = [A⋄], arg([J ]Φ(a)) ∼ 0} ⇒ 1

2
. {[C⋄]t + [C⋄]t} = −δ[A⋄]

1.6 La matrice normalisée [B⋄].

Il devient dès lors facile d'en déduire une expression normalisée de la matrice
[B] dont il sera fait usage plus tard dans ce document :

[B⋄] = [A⋄] . [C⋄] = [A⋄] . [J ]Φ(a) . [A
⋄]

Proposition 1.4. L'involution ne transforme jamais la matrice déformante
normalisée [A⋄] en la matrice identité Id3.

Démonstration. Le déterminant de la matrice rotation [J ]Φ(a) est toujours nul,
quel que soit son argument :

∀a : |[J ]Φ(a)| = −a3 . (−a2 . a1) − a2 . (−a3 . − a1) = 0 ⇒ |C⋄| = 0 ̸= 1

Par conséquent, ni le déterminant de la matrice normalisée [C⋄], ni celui de
la matrice normalisée [B⋄], ne peut être égal à plus un qui est la valeur du
déterminant de la matrice identité Id3.

En revanche, quelle que soit la matrice déformante normalisée [A⋄], in ex-
tenso : que son déterminant soit ou non nul, la matrice [B([A], a)] résultant
du comportement involutif de la paire ([A], a) a toujours un déterminant nul
lorsque j'écris la relation :

([A],a) ∈ M(3, K) × V : ∃x ∈ V : [a, [a,x]A]A = [a,x][B([A],a)] = x

...
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1 ENSEMBLE DE DONNÉES ÉLÉMENTAIRES.

De sorte que, même si le vecteur a n'est pas un pseudo-neutre à gauche dans V
= {E(D, K), ⊗[A], A ∈ M(3, K)}, l'involution le contraint à le devenir dans W
= {E(3, K), ⊗[B ], B ∈ M(3, K)} ; il en résulte :

∀ |[A]Φ(a)| : |[B([A], a)]| = |[B([A],a)]Φ(a)| = 0

1.7 Interprétation de l'involution dans le cadre de la théorie de
la relativité générale.

Dans [a - 2 ; p.6, �2.1], j'ai constaté que l'hyper-cube (D-D-D-D) noté C
présentait des anti-symétries permettant d'évoquer une similitude avec l'hyper-
cube (4-4-4-4) des composantes du tenseur de Riemann exprimé dans un espace
de dimension quatre.

Comme il est rappelé dans [04 ; p.82, � avant l'Equ.(4)], n'importe quel ten-
seur ayant ces propriétés dans un espace de dimension quatre peut servir à
dé�nir une métrique locale dans un espace de dimension six E6 de bivecteurs
aussi longtemps que le tenseur de second ordre qui lui est associé n'est pas sin-
gulier.

Les travaux initiés par A. Z. Petrov entre 1950 et 1960 (par exemple dans
[04]) ont évolué ensuite vers la classi�cation de Petrov-Penrose concernant les
spineurs. Ils ont permis de dégager des travaux d'A. Einstein un sous-ensemble
intéressant de situations physiques ; précisément : celles pour lesquelles le ten-
seur de Ricci est nul. Cet auteur a pu démontré qu'il était alors possible de
réduire le tenseur de Riemann (quadri-dimensionnel) à une matrice symétrique
de M(3, C) ; voir, en allemand : [05 ; �92, pp. 312-319].

Sachant que les données astronomiques actuelles encouragent à penser que notre
univers est globalement plat et vide, il devient raisonnable de ré�échir dans le
cadre de la logique thermodynamique et d'a�rmer que les volumes vides et
plats de cet univers représentent statistiquement les situations de loin les plus
probables ; voir par exemple [06].

Ce constat encourage également à envisager, ne serait-ce qu'à titre pédagogique,
une identi�cation entre une représentation normalisée symétrique de l'hyper-
cube C impliqué dans la description de l'involution et ce que je nommerai une
matrice de Petrov :

[C⋄]t = [C⋄] = [D(Petrov)[05; p.316, (92, 17)]]

Pour pouvoir envisager cette identi�cation, la forme normalisée de l'hyper-cube
doit être symétrique. Comme la matrice rotation [J ]Φ(a) est naturellement an-
tisymétrique, l'identi�cation évoquée ici ne peut concerner que des matrices
déformantes dont la représentation normalisée [A⋄] satisfait la condition :

{[A⋄]t . [J ]Φ(a) + [J ]Φ(a) . [A
⋄]} = (3)[0]

...
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Cette condition nécessaire à pouvoir confronter la question de l'involution al-
gébrique avec les travaux de Petrov permet de mettre en exergue deux sous-
ensembles de situations :

1. Celles pour lesquelles la représentation normalisée [A⋄] est antisymé-
trique :

[A⋄]t = −[A⋄] ⇒ [A⋄] . [J ]Φ(a) = [J ]Φ(a) . [A
⋄]

Auquel cas la représentation normalisée [A⋄] commute avec la matrice
rotation [J ]Φ(a).

2. Celles pour lesquelles la représentation normalisée [A⋄] est symétrique :

[A⋄]t = [A⋄] ⇒ [A⋄] . [J ]Φ(a) = −[J ]Φ(a) . [A
⋄]

Auquel cas la représentation normalisée [A⋄] anticommute avec la matrice
rotation [J ]Φ(a).

2 De l'usage calibré des méthodes de décomposition.

Il est possible de prolonger les résultats de la sous-section précédente en
faisant intervenir ceux qu'induit l'usage calibré des méthodes de décomposition
[e] et [f].

2.1 Complément sur le formalisme des décompositions non-
triviales.

Toujours dans ce contexte particulier, il faut écrire pour les calibrages de
type I que [a - 2 ; exemple 1.2, p.10] :

[E]−1 = −ϵ . [A]t . [J ] = −ϵ . [A⋄] . [K] . [J ]

Et :

[P ]ϵ = −[E]−1 . {1
2
. [Hess(a, 0)Λ(a)] +

1

ϵ
. [J ]Φ(a)}

Je note au passage parce que ce fait aura son importance ultérieurement :

|[E]−1| = −ϵ . |[A]t| . |J | = −ϵ . |A| . − 1 = ±1

Un calcul simple utilisant la relation de continuité concernant les décompositions
triviales mène à :

[P ] = [A]Φ(a) − 1

2
. [E]−1 . [Hess(a, 0)Λ(a)]

Or la représentation de la partie principale de la décomposition non-triviale du
produit vectoriel [a, x][A] résultant de l'usage de la méthode extrinsèque s'écrit
[e ; remarque 2.3] :

[P ] = [A]Φ(a) − 1

2
. [E]−1 . [Hess(x, 0)Ξ(x)]

...
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2 DE L'USAGE CALIBRÉ DES MÉTHODES DE DÉCOMPOSITION.

La cohérence du calibrage de type I lorsque l'argument a est un pseudo-neutre
à gauche (synonyme : le vecteur singulier de la polynomiale Λ) impose donc de
choisir les éléments x de telle sorte que :

[E]−1 . {[Hess(x, 0)Ξ(x)] − [Hess(a, 0)Λ(a)]} = (3)[0]

L'égalité des Hessiennes des polynomiales auxquelles appartiennent les argu-
ments de la paire (a, x) représente ainsi un cas particulier intéressant de ce type
de calibrage puisqu'il permet de relier Ξ(x) et Λ(a) et notemment d'exprimer
la partie vectorielle résiduelle de la décomposition non-triviale en partant de [e ;
remarque 2.3] :

|z >= [E]−1 . |GradxΞ(x) >

Dans le cas général, il faut absolument que le déterminant de la di�érence des
Hessiennes soit nul :

|[Hess(x, 0)Ξ(x)] − [Hess(a, 0)Λ(a)]| = 0

2.2 Remarque logique sur la notion de neutralité à gauche.

L'égalité [a, x][A] = x caractérise la quasi-neutralité à gauche du vecteur a
de V par rapport au vecteur x. Elle autorise toujours à écrire [x, a][A] = -x. Ce
qui ne permet pas de dire que x se comporte comme un pseudo-neutre à gauche
par rapport au vecteur a. Le vecteur x se comporterait comme un pseudo-neutre
à gauche par rapport au vecteur a si l'égalité -x = a était véri�ée ; auquel cas le
produit étudié serait nul et, sauf s'il est nul, le vecteur x ne serait plus neutre
à gauche pour le vecteur a et vis-versa. Tout ceci pour dire que la fonction
être neutre à gauche par rapport à n'est pas ré�exive et que l'étude des pseudo-
neutres à gauche ne force pas à faire interagir la fonction [a, ...][A] avec un
élément du sous-ensemble Ng(V) des neutres à gauche.

2.3 Décompositions possibles dans le cadre de l'involution.

La relation signant le caractère involutif de la paire ([A], a) vis-à-vis du
vecteur x sans que le vecteur a soit un pseudo-neutre à gauche vis-à-vis de ce
vecteur, s'écrit (rappel) :

([A],a) ∈ M(3, K) × V : ∃x ∈ V : [a, [a,x]A]A = [a,x][B([A],a)] = x

Le vecteur a est un élément de Ng(W) ; il faut donc tenir compte de l'obligation
de décomposer les produits vectoriels du type [a, ...][B ] non-trivialement,

Pour autant, un problème technique surgit parce que :

Proposition 2.1. Il n'est pas possible d'utiliser les décompositions dont les par-
ties principales non-triviales sont de type I.

Démonstration. Il est important de se remémorer la structure formelle des par-
ties principales des décompositions non-triviales des produits vectoriels défor-
més. Le fait qu'elles aient été obtenues à l'aide de la méthode intrinsèque ou

...
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2.3 Décompositions possibles dans le cadre de l'involution.

de la méthode extrinsèque ne joue plus aucun rôle lorsqu'un calibrage des deux
méthodes est possible et réalisé. Si c'était e�ectivement le cas ici, il faudrait en
principe écrire :

|[a,x][B([A],a)] >

=

−[F ]−1 . {1
2
. [Hess(a, 0)Λ(a)] +

1

ϵ
. [J ]Φ(a)} . |x > + |... >

Avec en particulier ici :

[F ]−1

=

−ϵ . [B]t . [J ]

=

−ϵ . [B⋄] . [K] . [J ]

=

−ϵ . [A⋄] . [J ]Φ(a) . [A
⋄] . [K] . [J ]

Le déterminant du produit matriciel placé à droite du signe de l'égalité est nul
à cause de la présence de la matrice rotation :

|[F ]−1| = 0 ̸= ±1

Or, les parties principales non-triviales utilisées pour aboutir au formalisme
utilisé ci-dessus sont de type I, voir [a - 2] ; concrètement, elles correspondent aux
décompositions de produits vectoriels déformés associées avec des polynomiales
propres et leur structure formelle est telle que, voir [f] et [a - 2] :

[P ] = −[E]−1︸ ︷︷ ︸
tel que :−|E−1|=±1 ̸=0

. {1
2
. [Hess(a, 0)Λ(a)]︸ ︷︷ ︸
|Hess(a, 0)Λ(a)| ̸=0

+
1

ϵ
. [J ]Φ(a)}

Par conséquent, le fait que la partie déformante (le premier facteur du produit
matriciel ci-dessus) a un déterminant nul dans le cas de l'involution constitue
une obstruction à l'usage du raisonnement tenu dans [a - 2].

Proposition 2.2. L'usage d'un calibrage tel qu'il est expliquè dans [e] implique
l'existence d'une relation de continuité entre les décompositions triviales des
produits vectoriels déformés de diverses manières et la validité de cette relation
interdit d'envisager des décompositions triviales dans V.

Démonstration. Comme le vecteur a est a priori quelconque dans V quand il sert
à dé�nir une involution, il peut sembler sensé de penser qu'il n'est pas interdit
d'envisager l'existence des décompositions triviales des produits vectoriels du
type [a, x][A] sur V ; concrètement qu'il soit permis d'écrire :

∃ [A]Φ(a) : |[a,x]A >= [A]Φ(a) . |x >

...
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PROGRESSER SUR LA ROUTE DE L'INVOLUTION.

∃ [A]Φ(a) : |[a, [a,x]A]A] >= [A]Φ(a) . {[A]Φ(a) . |x >} = [A]Φ
2(a) . |x >

Or, comme je l'ai rappelé dans [a - 2], la réalisation des calibrages de type I et
II exige la validité de la relation de continuité :

[A]Φ(a) = [A]t . [J ] . [J ]Φ(a), |A| = ±1

Il en résulte que le déterminant de la représentation duale triviale de la paire
([A], a) doit être nul puisque celui de la représentation duale triviale de la paire
([J], a) l'est ; voir ci-dessus démonstration de la proposition 1.4 :

|[A]Φ(a)| = 0

Dans ce contexte, l'argument vectoriel de toute paire ([A], a) peut toujours être
interprété comme un peudo-neutre à gauche dans V et sa représentation duale
triviale de la paire ([A], a) n'existe pas ; voir la démonstration de la proposition
1.3 dans [a - 2].

3 La nécessité de contourner les obstructions pour

progresser sur la route de l'involution.

Les deux dernières propositions constituent une obstruction de taille à la
démarche de calibrage présentée dans [e] et pau�née dans [a - 2]. Elles obligent
à reconsidérer les raisonnements faits depuis le début. Le début de la démarche
suivie jusqu'à ce jour peut se schématiser par :

|[q1,q2][A] >= [A]t . [J ] . |q1 ∧ q2 > |[q1,q2][A] >= [P ] . |q2 > +|z >

[A]Φ(q1) = [A]t . [J ] . [J ]Φ(q1), |A| = ±1 Λ(q1) = |[P ]−[A] Φ(q1)|

Λ(q1) = |[P ]− [A]t . [J ] . [J ]Φ(q1)|

Si∃ ([P ], z)

Alors

La méthode extrinsèque fait trois hypothèses réalistes : (i) la géométrie locale
joue un rôle dans les calculs humains ; (ii) la décomposition est approximative
et (iii) il est légitime de rechercher une polynomiale P1 dont le développement
limité à l'ordre deux se laisse raisonnablement comparer avec l'erreur de réali-
sation, s1, de la décomposition ([P], z) dont l'existence est présumée.

3.1 Un premier scénario de contournement des obstructions.

Dans un état d'esprit similaire, il existe une manière alternative de procéder
en supposant que : (i) la géométrie locale joue un rôle dans les calculs humains ;
(ii) la décomposition est approximative et (iii) un moyen de lever l'indétermi-
nation consiste à identi�er de force la possible erreur, s1, avec la polynomiale Λ

...
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3.2 Réalisation du scénario.

résultant obligatoirement de l'existence de la décomposition (i. e. à poser s1 =
Λ1) puis à minimiser cette erreur (i. e. à poser s1 → 0) :

|[q1,q2][A] >= [A]t . [J ] . |q1 ∧ q2 > |[q1,q2][A] >= [P ] . |q2 > +|z >

s1 =< q1|, |[q1,q2][A] > −{[P ] . |q2 > +|z >} >[G] Λ(q1) = |[P ]−[A] Φ(q1)|

Si∃ ([P ], z,s)

Si∃ ([P ], z)

Alors

La première étape de ce scénario (s1 = Λ1) mène à poser trois relations (une
par degré) :

s1 = Λ(q1) − |P |

−[G] . {[P ] . |q2 > +|z >} = d

[G] . [A]Φ(q1) = [D]

Pratiquer de la sorte ne dit cependant encore rien sur la ou sur les façons de
découvrir les inconnues de la question (E), [P] et z, en fonction des données
connues : q1, q2, [G], [A].

3.2 Réalisation du scénario.

Pour minimiser au maximum l'erreur il convient de faire tendre le scalaire
associé au projectile vers zéro : s1 → 0.

La troisième relation, alliée à la relation de continuité liant les décompositions
triviales, permet de voir que la matrice des coe�cients de degré deux de la
polynomiale Λ est toujours nul dans le cadre du nouveau scénario :

|D| = 0

Dé�nition 3.1. Table de Pythagore construite autour du produit ten-

soriel classique.

Soit h et g deux vecteurs quelconques de E(3, K = R ou C). Une table
de Pythagore construite autour du produit tensoriel classique est un élément de
M(3, C) comparable à une table de multiplication liant les arguments de la paire
(h, g) à l'aide de la multiplication dé�nie sur R (ou C) de la façon suivante :

T2(⊗)(h,g) =

 h1 . g1 h2 . g1 h3 . g1

h1 . g2 h2 . g2 h3 . g2

h1 . g3 h2 . g3 h3 . g3


J'en infère que n'importe quelle paire (h, g) de E2(3, K) permet de construire
une table de Pythagore bâtie autour du produit tensoriel classique et je constate
que :

∀ (h,g) ∈ E2(3, K) : |T2(⊗)(h,g)| = 0

Par conséquent, n'importe laquelle de ces paires peut servir à dé�nir une ma-
trice [D] des coe�cients de degré deux dans le cadre du scénario que je suis en

...
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train d'examiner ; ce sera la première illustration du scénario proposé.

L'investigation menée dans [f] livre une autre information importante toujours
vraie, à savoir :

[Hess(q1, 0)Λ(q1)] = [D] + [D]t

Elle est obtenue en dérivant deux fois de manière ordinaire la polynomiale Λ
tout en supposant que ses coe�cients ne varient pas avec les composantes du
projectile q1 ; j'en déduis :

[G] . [A]Φ(q1) + [A]Φ
t(q1) . [G]

t = [Hess(q1, 0)Λ(q1)]

De plus dans le cas de l'illustration du scénario à l'aide d'une table de Pythagore
classique :

∃ (h,g) ∈ E2(3, K) : [D] = T2(⊗)(h,g)

... et je constate que cette hypothèse mène à :

T2(⊗)(h,g) + T t
2(⊗)(h,g) = [Hess(q1, 0)Λ(q1)]

Proposition 3.1. Le déterminant des Hessiennes associées à la première illus-
tration du scénario alternatif est nul.

Démonstration. Le calcul in extenso livre :

|T2(⊗)(h,g) + T2(⊗)(g,h)|

=∣∣∣∣∣∣
2.h1.g1 h2.g1 + h1.g2 h3.g1 + h1.g3

h2.g1 + h1.g2 2.h2.g2 h3.g2 + h2.g3

h3.g1 + h1.g3 h2.g3 + h3.g2 2.h3.g3

∣∣∣∣∣∣
=∣∣∣∣∣∣

A = 2.h1.g1 B = h2.g1 + h1.g2 C = h3.g1 + h1.g3

B = h2.g1 + h1.g2 D = 2.h2.g2 E = h3.g2 + h2.g3

C = h3.g1 + h1.g3 E = h2.g3 + h3.g2 F = 2.h3.g3

∣∣∣∣∣∣
Par conséquent :

A . (D .F − E2) − B . (B .F − C .E) + C . (B .E − C .D)

= A .D .F − A .E2 − B2 . F + B .C .E + C .B .E − C2 . D

= − 2.h1.g1 . (h3.g2 + h2.g3)2 − 2.h2.g2 . (h3.g1 + h1.g3)2

− 2.h3.g3 . (h2.g1 + h1.g2)2

+8.h1.g1 . h2.g2 . h3.g3 + 2.(h2.g1 + h1.g2) . (h3.g1

+h1.g3) . (h2.g3 + h3.g2)

= −2.h1.g1 . (h3.g2)2 − 2.h1.g1 . (h2.g3)2 − 4.h1.g1 . h2.g2 . h3.g3

−2.h2.g2 . (h3.g1)2 − 2.h2.g2 . (h1.g3)2 − 4.h1.g1 . h2.g2 . h3.g3

...
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3.2 Réalisation du scénario.

−2.h3.g3 . (h1.g2)2 − 2.h3.g3 . (h2.g1)2 − 4.h1.g1 . h2.g2 . h3.g3

+8.h1.g1 . h2.g2 . h3.g3

+2.[h2.h3.(g1)2 + h2.h1.g1.g3 + h1.h3.g1.g2

+(h1)2.g2.g3] . (h2.g3 + h3.g2)

= −2.h1.g1 . (h3.g2)2 − 2.h1.g1 . (h2.g3)2

−2.h2.g2 . (h3.g1)2 − 2.h2.g2 . (h1.g3)2

−2.h3.g3 . (h1.g2)2 − 2.h3.g3 . (h2.g1)2

− 4.h1.g1 . h2.g2 . h3.g3

+2.[h3.g3 . (h2.g1)2 + h1.g1.(h2.g3)2

+h1.g1 . h2.g2 . h3.g3 + h2.g2 . (h1.g3)2]

+ 2.[h2.g2.(h3.g1)2 + h1.g1 . h2.g2 . h3.g3

+h1.g1 . (h3.g2)2 + h3.g3 . (h1.g2)2]

= 0

Proposition 3.2. Le formalisme des tables de Pythagore est similaire à celui
des parties principales des décompositions non-triviales obtenues par la méthode
intrinsèque.

Démonstration. Il est facile de constater que :

∀h, g ∈ E(3, C) :

T2(⊗)(h,g)

=

1

2
. {T2(⊗)(h,g) + T2(⊗)(g,h)} +

1

2
. {T2(⊗)(h,g) − T2(⊗)(g,h)}

... et de véri�er que :

∀h, g ∈ E(3, C) :

[J ]Φ(
1

2
.h ∧ g) =

1

2
. {T2(⊗)(h,g) − T2(⊗)(g,h)}

Par conséquent :

∀h, g ∈ E(3, C) :

T2(⊗)(h,g) =
1

2
. {T2(⊗)(h,g) + T t

2(⊗)(h,g)} + [J ]Φ(
1

2
.h ∧ g)

Ce formalisme s'apparente fortement à celui des noyaux des décompositions
non-triviales obtenues pour les produits vectoriels déformés du type [projectile,
...][A] par la méthode intrinsèque exposée dans [f]. Il s'identi�e précisément avec
lui chaque fois que les circonstances permettent :

...
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� de découvrir une polynomiale P(projectile) telle que :

T2(⊗)(h,g) + T t
2(⊗)(h,g) = Hess(projectile,0)P (projectile)

C'est bien ce qui se passe dans le cadre du scénario alternatif exploré ici
puisque :

P = Λ

� de considérer que la moitié du produit vectoriel classique h ∧ g joue un
rôle similaire à celui du vecteur singulier d'une polynomiale propre. L'ob-
servation attentive des relations permet de comprendre que le vecteurs
dont les trois composantes sont (-n12, n13, -n23) joueront ici ce rôle.

1

2
.h ∧ g ≡ (−n12, n13, −n23)

En l'ayant au préalable pris soin de compléter le scénario alternatif par la
relation :

[P ] = [Y ] . T2(⊗)(h,g), ∀ |Y |

Tous les constats accumulés jusqu'à ce point autorisent à réécrire les trois rela-
tions caractérisant ce scénario alternatif comme suit :

s1 = Λ(q1)

−[G] . {[Y ] . T2(⊗)(h,g) . |q2 > +|z >} = d

[G] . [A]Φ(q1) = T2(⊗)(h,g)

La nouvelle inconnue [Y] joue le rôle dévolu au produit matriciel [A]t.[J] apparu
dans l'élaboration de la méthode intrinsèque. Elle n'est cependant plus assujetie
à devoir avoir un déterminant égal à plus ou moins un. Pour pouvoir harmoni-
ser cette approche avec celle menée dans [f ; v1, p.15, (1-82)], je préciserai ma
proposition par :

[Y ] = |A| . [A]t . [J ] . [G]

Par ailleurs, pour que ce scénario alternatif ne soit pas accusé de déplacer le
problème vers l'ensemble des nouvelles inconnues, h, g, [Y] sans avoir au passage
donné les solutions recherchées, certains cas particuliers peuvent d'ores et déjà
être envisagés :

h = q1, g = q2

Auquel cas :

[P ] = |A| . [A]t . [J ] . [G] . T2(⊗)(q1,q2), ∀ |A|, |G|

s1 = Λ(q1)

−[G] . {|A| . [A]t . [J ] . [G] . T2(⊗)(q1,q2) . |q2 > +|z >} = d

⇓

−[G] . {< q1,q2 > . |A| . [A]t . [J ] . [G] . |q2 > +|z >} = d

...
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3.2 Réalisation du scénario.

[G] . [A]Φ(q1) = T2(⊗)(q1,q2)

Cette formulation contraint considérablement le domaine de dé�nition du pro-
blème mais il a l'avantage de le réduire désormais à la découverte de la dernière
inconnue : z. Pour la découvrir, il faut revenir sur la formulation précise des
coe�cients de degré un de la polynomiale Λ. Je l'ai donné dans [f ; v1, pp. 3-4]
et dans [f ; v2, p.5] :

d1

=

A1
12 . (p31 . p23 − p21 . p33) +A2

12 . (p33 . p11 − p31 . p13)

+A3
12 . (p21 . p13 − p11 . p23) +A1

13 . (p21 . p32 − p22 . p31)

+A2
13 . (p31 . p12 − p11 . p32) +A3

13 . (p11 . p22 − p21 . p12)

d2

=

A1
12 . (p32 . p23 − p22 . p33) +A2

12 . (p12 . p33 − p32 . p13)

+A3
12 . (p13 . p22 − p12 . p23) +A1

23 . (p21 . p32 − p31 . p22)

+A2
23 . (p31 . p12 − p32 . p11) +A3

23 . (p22 . p11 − p21 . p12)

d3

=

A1
13 . (p32 . p23 − p22 . p33) +A2

13 . (p12 . p33 − p32 . p13)

+A3
13 . (p13 . p22 − p12 . p23) +A1

23 . (p21 . p33 − p31 . p23)

+A2
23 . (p31 . p13 − p33 . p11) +A3

23 . (p23 . p11 − p21 . p13)

J'ai même précisé dans [f ; v2, p.7] à quoi ils se réduisent lorsque le cube (3-3-3)
est antisymétrique et antiréduit (voir la sémantique dans [�] ; le symbole ψ est
un paramètre scalaire arbitraire) :

d1 = ψ . {(p21 . p13 − p31 . p12) + p11 . (p32 − p23)}

d2 = ψ . {(p21 . p32 − p12 . p23) + p22 . (p13 − p31)}

d3 = ψ . {(p32 . p13 − p31 . p23) + p33 . (p21 − p12)}

Quoiqu'il en soit de la nature de la matrice [A], elle est supposée être connue
dès le début de l'investigation, au même titre que le contexte géomètrique l'est
au travers de la représentation [G] du tenseur métrique local. Comme la paire
(q1, q2) est aussi une donnée initiale connue du problème, la matrice [P] est
connue. Il ne reste donc plus qu'à calculer les coe�cients de degré un de la
polynomiale Λ, puis à se servir de la deuxième relation du système illustrant
le scénario de contournement pour isoler la dernière inconnue z. Une métrique
localement dégénérée (|G| = 0) empêche la réalisation de ce scénario ; sinon :

|z >= −[G]−1 . |d > − < q1,q2 > . |A| . [A]t . [J ] . [G] . |q2 >

...
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3.3 Contrôle de cohérence et application à l'involution.

Comme ici (rappel) :

[P ] = |A| . [A]t . [J ] . [G] . T2(⊗)(q1,q2), ∀ |A|, |G| ̸= 0

Tout ce scénario aboutit à la relation inattendue :

|[q1,q2][A] >

=

[P ] . |q2 > +|z >

=

|A| . [A]t . [J ] . [G] . T2(⊗)(q1,q2)︸ ︷︷ ︸
[P ]

. |q2 >

− [G]−1 . |d > − < q1,q2 > . |A| . [A]t . [J ] . [G] . |q2 >︸ ︷︷ ︸
z

=

−[G]−1 . |d >

Et donc à la contrainte :

[A]Φ(q1) . |q2 >= −[G]−1 . |d >

Soit encore :
[G] . [A]Φ(q1) . |q2 >= −|d >

Et en�n à cause de la troisième relation du scénario :

< q1,q2 > . |q2 >= −|d >

Autrement formulé : dans ce scénario et dans le contexte le rendant plausible, la
donnée de la paire d'arguments (q1, q2) détermine automatiquement celle des
coe�cients de degré un de la polynomiale Λ résultant de l'existence présumée
d'un écart à la décomposition triviale du produit vectoriel déformé [q1, q2][A].
En particulier :

1. L'orthogonalité euclidienne des arguments annule les coe�cients de degré
un et force la polynomiale Λ à être une forme quadratique.

< q1,q2 >= 0 ⇒ d = 0

2. En absence d'orthogonalité entre les arguments :

< q1,q2 > ̸= 0

Il devient possible d'écrire :

|[q1,q2][A] >=< q1,q2 > . [G]−1 . |q2 >

...
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Cette relation ressemble beaucoup à une relation dé�nissant un pseudo-
neutre à gauche et elle coincide avec en écrivant :

[A] . [G] ∼ [B([A], q1)]

Cette condition ne pourra être utilisée dans l'investigation sur l'involu-
tion que lorsque la matrice [A] aura un déterminant nul (|A| = 0) ; ce
qui, dans le cadre de ce scénario, est parfaitement envisageable.

En allant un cran plus loin :

{[A]Φ(q1)− < q1,q2 > . [G]−1} . |q2 >= |0 >

Il existe une con�guration ultra-particulière :

[A]Φ(q1) =< q1,q2 > . [G]−1

Equivalente à :

[G] . [A]Φ(q1) = T2(⊗)(q1,q2) =< q1,q2 > . Id3

Dans ce scénario, il existe une con�guration ultra-particulière pour lequel
le produit scalaire euclidien des arguments de la paire (q1, q2) devrait
être une valeur propre de la table de Pythagore classique bâtie avec cette
paire ; or c'est toujours vrai. Ce scénario semble donc cohérent pour cette
con�guration-là.

4 Les problèmes fondamentaux.

4.1 Contexte historique.

J'ai, jusqu'à présent réuni les données élémentaires concernant les algèbres
involutives pour les espaces vectoriels dotés d'un produit de Lie déformé et fo-
calisé l'attention sur le cas particulier des espace de dimension trois.

Le fait qu'un produit vectoriel déformé est, dans mon approche, un cas par-
ticulier de produit de Lie déformé et que tout produit de Lie déformé est natu-
rellement antisymétrique permet d'envisager de placer toute cette exploration
(sous-entensu même lorsque la dimension de l'espace n'est pas réduite à valoir
trois) dans un contexte ne négligeant pas le concept d'algèbre de Lie.

Pour rappel qui paraitra évident aux experts, il ne su�t pas de doter E(D,
K) d'un produit de Lie déformé pour faire de celui-ci une algèbre de Lie puis-
qu'il faut encore ajouter l'identité de Jacobi. Les passionnés de mathématiques
retrouveront avec un certain délice les prémisses de la théorie des algèbres de
Lie dans [07]. Ils y trouveront la con�rmation de l'a�rmation faite dans [a - 2 ;
� 1.2, p.2] et démontrée un peu après [a - 2 ; proposition 1.1, p.3-4], à savoir
que V = {E(D, K), ⊗A, A ∈ ⊞−} n'a pas de neutre et que, par conséquent, ses
éléments n'ont pas d'inverse [07 ; bas de la page IV. i. 2].
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Plus important, ils y retrouveront également l'exposé des problèmes fondamen-
taux accompagnant la théorie des algèbres de Lie (note personnelle : mais pas
seulement) [07 ; II, pp. 5-6] : 1) la réalisation ; 2) la représentation et 3) la
classi�cation.

4.2 Contexte propre à la théorie de la question (E).

Concernant le premier problème fondamental, j'ai déjà montré dans quelques-
uns de mes travaux antérieurs qu'il est tout à fait possible d'introduire la notion
de produit extérieur déformé au sein de la théorie de la gravitation d'A. Ein-
stein. Sachant que les produits de Lie déformés ne sont, dans mon approche, que
des produits extérieurs déformés bâtis sur des cubes dont les indices bas ont la
propriété d'antisymétrie, il semble en découler que ces produits de Lie déformés
ont une existence assurée au sein du travail d'A. Einstein.

Concernant le deuxième problème, c'est-à-dire celui de la recherche de repré-
sentations matricielles des algèbres de Lie constructibles sur la notion de calcul
di�érentiel, il me semble qu'il constitue le centre de la théorie de la question
(E). Et c'est bien celui-là que je tente de résoudre au travers de la découverte
des décompositions non-triviales. J'en ai commencé la résolution en tentant de
�xer les schémas essentiels dans [d].

Il est bien trop tôt pour parler d'une classi�cation.

©Thierry PERIAT, version du 23 novembre 2022.
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