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1 Introduction au concept de division des pro-

duits déformés

1.1 Contexte.

Dé�nition 1.1. Produit tensoriel déformé.

Soit E = E(D, K) un espace vectoriel de dimension D, bâti sur le corps K,
rapporté à sa base canonique : Ω. Un produit tensoriel déformé par un cube A,
noté ⊗A est une application de E2 dans E faisant interagir deux éléments a et
b de l'espace E et livrant un élément dans E dé�ni par la relation :

⊗A : (a, b) ∈ E2 → ⊗A(a, b) =
∑
χ

∑
β

∑
α

Aχ
αβ . a

α . bβ . eχ ∈ E
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Dé�nition 1.2. Produit alterné/extérieur déformé.

Dans le même contexte que celui de la dé�nition 1.1, un produit alterné/extérieur 1

déformé par un cube A quelconque, noté ∧A est une application de E2 dans E
faisant interagir deux éléments a et b de l'espace E et livrant un élément dans
E dé�ni par la relation :

∧A : (a, b) ∈ E2 → ∧A(a, b) = ⊗A(a, b) − ⊗A(b, a)

Dé�nition 1.3. Produit de Lie déformé.

Dans le même contexte que celui de la dé�nition 1.1, un produit de Lie
déformé est un produit alterné déformé par un cube A antisymétrique, noté [...,
...]A.

Remarque 1.1. Caractéristiques communes aux produits déformés.

Tous ces produits ont en commun un certain nombre de caractéristiques
communes :

1. Ce sont des applications bilinéaires de E × E vers K.

2. Chacune de leurs D composantes peut en particulier se comprendre comme
une forme bilinéaire sur K, donc comme un élément de L2(E).

3. Chaque produit déformé peut donc à la rigueur se traiter comme un
élément de LD

2, c'est-à-dire comme un D-uplet de formes bilinéaires plus
ou moins dépendantes les unes des autres via le cube déformant A.

Compte tenu de ces constats, les propriétés des cubes vont avoir un rôle déter-
minant sur celles des produits déformés. Ainsi, si les connaissances acquises sur
les formes bilinéaires symétriques ou antisymétriques restent vraies, les cubes
entièrement symétrique ou entièrement antisymétrique ne représent que deux
cas extrêmes particuliers de l'ensemble des con�gurations possibles. L'étude des
produits déformés va donc for probablement s'avérer beaucoup plus vaste qu'une
démultiplication systématique des données concernant les formes symétriques et
antisymétriques.

Comme démonstration simple de cette a�rmation et de la complexité de l'étude
exhaustive du sujet abordé ici, je rappellerai l'existence des cubes dits réduits
et antiréduits ainsi que le tableau des compatibilités entre ces propriétés :

Actions cube A
symétrisation anti-symétrisation

réduction compatible cube nul
anti-réduction cube nul compatible

1. J'ai souvent employé l'adjectif trompeur �extérieur� dans mes précédents travaux parce
que je faisais référence à la manière dont les produits extérieurs classiques ont été bâtis sur
les produits tensoriels non déformés ; voir par exemple [01]. Comme l'étude développée dans
ces lignes fait surtout référence aux formes bilinéaires et comme le résultat de l'opération
dé�nie ici est interne et non pas externe, il semble préférable d'utiliser l'adjectif �alterné� pour
désigner ces produits déformés là.

...
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Pour rappel, la réduction d'un cube est dé�nie par :

Aχ
αβ − Aβ

αχ = 0

Elle est compatible avec la symétrisation de ce cube mais pas avec son anti-
symétrisation.

Aχ
αβ = Aβ

αχ = Aβ
χα = Aα

χβ = Aα
βχ = Aχ

βα = Aχ
αβ = ...

De même, l'anti-réduction d'un cube est dé�nie par :

Aχ
αβ + Aβ

αχ = 0

Elle est compatible avec l'anti-symétrisation de ce cube mais pas avec sa symé-
trisation.

Aχ
αβ = −Aβ

αχ = Aβ
χα = −Aα

χβ = Aα
βχ = −Aχ

βα = Aχ
αβ = ...

1.2 Premiers éléments.

Dé�nition 1.4. Décomposition/division.

Soit E = E(D, K) un espace vectoriel de dimension D, bâti sur le corps K,
rapporté à sa base canonique : Ω. Soit un produit déformé par un cube A, noté
πA, qui - qu'il soit tensoriel, extérieur ou de Lie- fait interagir deux éléments
a et b de l'espace E pour livrer par bilinéarité un élément dans E dé�ni par la
relation :

πA : (a, b) ∈ E2 πA−−→ πA(a, b) =
∑
χ

∑
β

∑
α

Aχ
αβ . a

α . bβ . eχ ∈ E

Quand elle existe, la décomposition (synonyme : division) de ce produit déformé
par sa cible 2 b est une application notée D de E dans M(D, K) × E qui à l'image
duale de ce produit dans E∗ fait correspondre au moins une paire ([M], z) telle
que, formellement :

Db : πA(a, b) ∈ E → Db(πA(a, b)) =
πA(a, b)

b
= ([M ], z) ∈ M × E |

[M ] . |b > + |z >= |πA(a, b) >∈ E∗

Remarque 1.2. Précisions.

Ce premier énoncé demande à être précisé et il peut l'être à l'aide du schéma :

b ∈ E

πA(a, b) ∈ E Db(πA(a, b)) = ([M ], z) ∈ M × E

|πA(a, b) >∈ E∗ [M ] . |b > + |z >∈ E∗

πA(a, ...)≡ (A, a)

∗

Db

=

ζ

2. Voir la sémantique de la théorie.

...
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Tel qu'il est pour le moment conçu, ce schéma donne l'impression qu'une division
consiste in �ne à pouvoir faire correspondre au moins une paire ([M], z) à la
paire contextuelle (A, a) puisque la procédure cherche à ne pas dépendre du
diviseur, la cible b :

(A, a) ∈ Cubes× E

πA(a, ...) ∈ L(E) D(πA(a, ...)) = ([M ], z) ∈ M × E

|πA(a, ...) >∈ ? [M ] . |... > + |z >∈ E∗

Ψ

∗

D

≡

ζ

Une analyse approfondie des informations implicitement contenues dans ce schéma
va en révéler bien d'autres aspects. Par exemple ici, L(E) désigne l'ensemble des
applications linéaires dé�nies sur E et l'application notée πA(a, ...) en est un
élément particulier dé�ni par la paire (A, a). Quand la notion de division est
dé�nie, cette paire se laisse a priori représenter par au moins une autre paire
([M], z). Il n'est pas certain que cette représentation existe toujours et qu'elle
soit unique quand elle existe. Autrement dit, il n'est pas certain que Ψ soit une
bijection.

Remarque 1.3. Une raison de représenter les applications linéaires par des
matrices carrées.

Il fait partie des connaissances générales que l'ensemble L(E) est un espace
vectoriel isomorphe à KD qui à son tour peut être considéré comme isomorphe
à E tant que D est un nombre entier non nul (di�érent de l'in�ni). Par ailleurs,
chaque résultat de l'application notée πA(a, ...) est un élément de E et celui-ci
possède D composantes dans la base canonique Ω ; chacune d'elle est un élément
de K. Le résultat de l'application notée πA(a, ...) est ainsi également représen-
table par un élément de KD, donc par un élément de L(E). C'est-à-dire que le
résultat dé�nit en quelque sorte lui-aussi une application linéaire.

Le passage de la deuxième à la troisième ligne du schéma (sur son côté gauche)
veut désigner une représentation duale d'une application linéaire agissant sur E.

Or :

1. Chacune des D composantes dé�nissant cette application linéaire, tout
comme celles de son résultat (voir � précédent), est un élément de K et,
à ce titre pourrait être le résultat d'une forme linéaire.

2. Toute forme linéaire n'est, par dé�nition (voir les cours de mathéma-
tiques), qu'une espèce particulière d'application linéaire dont l'image se
trouve dans le corps K sur lequel est construit l'espace vectoriel E qui
sert de source aux applications linéaires.

...
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Ces faits se laissent visualiser dans le tableau suivant :

Dé�nitions
Application linéaire Forme linéaire

Source dans E E
Image dans E K

Caractérisation (a1, ..., aD) ∈ KD (f1, ..., fD) ∈ KD

De sorte que :

1. Toute forme linéaire est un outil réalisant par un procédé qui la caracté-
rise la condensation d'un D-uplet d'éléments appartenant à K en un seul
élément de K.

2. Chacune des D composantes ak (k = 1, 2, ..., D) caractérisant l'appli-
cation linéaire πA(a, ...) dans K peut être comprise comme le résultat
d'une forme linéaire, elle-même caractérisée par un D-uplet spéci�que,
par exemple : (f1, ..., fD)k = (f1k, ..., fjk, ..., fDk).

3. Toute application linéaire devrait pouvoir se représenter par un élément
[fjk] de M(D, K) 3.

Exemple 1.1. Illustration triviale.

La dé�nition générique des produits déformés permet de présenter une première
caractérisation de l'application linéaire πA(a, ...). En e�et, il est clair que quel
que soit l'élément ... de E, cette application agit de telle façon que :

(A, a) → πA(a, ...) =
∑
χ

∑
β

(
∑
α

Aχ
αβ . a

α) . ...β . eχ ∈ E

Elle a pour représentation dans la base canonique Ω de l'espace vectoriel E le
D-uplet :

(
∑
β

(
∑
α

A1
αβ . a

α) . ...β , ...,
∑
β

(
∑
α

Aχ
αβ . a

α) . ...β , ...,
∑
β

(
∑
α

AD
αβ . a

α) . ...β) ∈ KD

Cet élément de KD accepte une visualisation permettant de séparer le rôle dévolu
à la cible ... de celui qui revient à la paire (cube déformant A, projectile a) ; il
su�t pour cela de l'écrire sous une forme matricio-vectorielle :

[
∑
α

Aχ
αβ . a

α] .


...1

...
...β

...
...D

 = AΦ(a) . |... >∈ KD

La matrice AΦ(a) est bien un élément de M(D, K). Elle représente trivialement
l'e�et de l'application linéaire πA(a, ...) sur les éléments ... de E dans l'espace

3. Cet ensemble est également noté MD(K) dans la littérature mathématique et cette
symbolique désigne les matrices carrées (D-D) ayant leurs entrées dans K.

...
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KD qui est isomorphe au dual E∗. Le schéma directeur proposé au niveau de la
remarque 1.2 prend alors le formalisme particulier :

(A, a) ∈ Cubes× E

πA(a, ...) ∈ L(E) D(πA(a, ...)) = (AΦ(a), 0) ∈ M × E

|πA(a, ...) >∈ M(D, K) × KD︸ ︷︷ ︸
⊂KD

AΦ(a) . |... > + |0 >∈ E∗

Ψ

∗

D

≡

ζ
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