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1 Hessiennes a déterminants nuls et géométrie pro-
jective.
1.1 Le contexte de la discussion.

Mise au point dans un espace mathématique de dimension trois, la méthode
intrinséque destinée a4 décomposer (synonyme : diviser) les produits vectoriels



1 HESSIENNES A DETERMINANTS NULS ET GEOMETRIE
PROJECTIVE.

déformes du type [projectile, cible|[matrice déformante| a mis en exergue I'im-
portance de la Hessienne de la polynomiale de degré deux A(projectile) accom-
pagnant chaque décomposition.

Elle a en particulier montré que la valeur du déterminant de cette Hessienne
constitue le critére permettant de ranger les noyaux des décompositions en deux
clagses. Concrétement, la nullité du déterminant d’une Hessienne vaut de facto
placement d’un noyau dans la classe II.

1.2 TUne motivation liée & notre ignorance.

Un premier formalisme des parties principales des décompositions dont le
noyau appartient & la classe I a été obtenu grace & une démarche rationnelle
expliquée dans [a]. L’absence d’information sur le résidu d’une décomposition
obtenue par cette approche a été corrigée au travers d’une confrontation de ce
premier résultat avec une méthode extrinséque se préoccupant de diviser les
mémes produits vectoriels déformés. De sorte que la théorie de la question (E)
dispose d’indications relativement complétes pour les noyaux de la classe 1.

En revanche et a ce jour, je n’ai découvert que deux familles de noyaux pouvant
appartenir & la classe IT; & savoir :

1. En géométrie euclidienne classique ([A] =J]), celle des rotations axiales
lorsque la Hessienne est nulle, lle‘est‘bien représentée par son élément
générique :

projectile A projectile > = [;®(projectile) . |cible >
[J]

2. Celle des tables de Pythagore (synonyme : de multiplication) baties sur
le produit tensoriel classique s’appliquant a n’importe quelle paire de
vecteurs pris dans C ® E(3, R).

La découverte de cette famille reléve au départ du pur hasard. Les des-
criptions physiques de la nature livrent heureusement des exemples inté-
ressants de matrices appartenant a cette famille. Je citerai :

(a) les métriques symétriques des espaces de dimension trois permettant
de valider ’analyse simultanée de I’élément de longueur riemannien
au moyen de (i) 'approche 3 + 1 (ou ADM) et de (ii) la méthode
intrinseéque [b].

(b) le tenseur de polarisation de Maxwell.

1.3 Une motivation historique.

Cela étant su, la lecture de divers travaux consacrés a 1’étude de la nullité
du déterminant des Hessiennes fournit un second motif & approfondir le sujet.
En effet, dans deux travaux datés respectivement de 1851, [01], et 1859, [02], O.
Hesse a émis la proposition selon laquelle les Hessiennes dont les déterminants
sont nuls correspondent toujours (sous-entendu : quelle que soit la dimension D
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1.4 Un rappel concernant la notion de projection orthogonale.

de Vespace des discussions) a des hyper-surfaces conoidales.

Cependant, P. Gordan et M. Noether montrent en 1876 dans [03| que la propo-
sition d’O. Hesse est vraie pour D = 2, 3, mais découvrent des contre-exemples
pour D > 4. Leur travail est réexaminé par R. Permutti en 1957 [04] et 1976
|05] puis par C. Lossen en 2004 [06].

Indépendamment de cette progression, U. Perrazo établit dés 1900 une clas-
sification dans P4, P?, PS des hypersurfaces cubiques dont le déterminant de la
Hessienne est nul, [07]. Par ailleurs, A. Franchetta établit en 1954 une classifi-
cation des hypersurfaces dans P* dont le déterminant de la Hessienne est nul,
[08].

1.4 Un rappel concernant la notion de projection orthogonale.

Remarque 1.1. Contexte de la discussion.

Soit - pour poursuivre la discussion avec les mémes acteurs que ceux in-
troduits dans l’exposé de la méthode extrinseque- V = {C @ E(D, R), <...,
...>}, un espace vectoriel de dimension entiére D supérieure ou égale a deux (D
> 2) (i) dont les éléments ont leurs D composantes dans le corps commutatif
des nombres complexes et (ii) équipé d’un produit scalaire <. .., ...> euclidien.
Soit, dans V, une cible notée dx et un quelcongue Vecteur D.

Définition 1.1. Projection erthiogonale.

Un vecteur vecteur D de V posséde une projection orthogonale chaque fois
qu’il existe au moins un élément (p, z) de C x V tel que :

(1))D = p.dx+z, (ii) <dx,z>= 0. (1)
Proposition 1.1. Ezistence.

Aussi longtemps que :

— le produit scalaire euclidien de la cible dx par elle-méme,

— le produit scalaire euclidien du projectile D par la cible,
... ne sont pas nuls :

<dx,dx ># 0, <dx,D>+# 0 (2)
... alors, il existe une infinité de paires représentées génériquement par :

<dx,D >
<dx,dx>’Z

( ) (3)

Démonstration. Elle se fait en deux étapes :

1. Ce résultat fait partie des connaissances scolaires de base ; la démonstra-
tion en est simple et peut étre par exemple vérifiee dans [09 ; remarque
(2.7), p.8]. Je la reproduis ici. Le fait de décomposer le vecteur D en deux
parties orthogonales revient & écrire D - p. dx = z en imposant <dx,
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1 HESSIENNES A DETERMINANTS NULS ET GEOMETRIE
PROJECTIVE.

z> = 0. Donc revient & écrire <dx,D - p. dx > =0 soit encore puisque
le produit scalaire est bilinéaire : <dx, D> = p. <dx, dx>. Ainsi, le sca-
laire p a bien le formalisme annoncé et il existe aussi longtemps que <dx,
dx> # 0. Pour rappel le vecteur p. dx s’appelle la projection orthogonale
du vecteur D.

2. Du point de vue de la logique et indépendemment de la dimension D
de l'espace des discussions, une projection orthogonale du type étudié
dans ce document n’existe finalement pas vraiment lorsque p est nul. Par
conséquent, le domaine de définition de la problématique examinée ici ne
contient pas les situations pour lesquelles le projectile est perpendiculaire
a la cible. Comme annoncé dans la proposition, il faut impérativement
que :

<dx,D>+#0

O

Ainsi, chaque fois que le nombre complexe p permettant de décomposer le
vecteur D de la maniére souhaitée existe :

<dx,D >
p = <dx,7dx> GC,<dX,dX>7£O

Et il est associé a la projection orthogonale :

D
p- %2> D > Jdx + zoapee < dx,z >= 0.
< dx,dx >

1.5 Premier lien entre produits de Lie déformés et projection
orthogonale.

Mais quel lien y-a-t-il entre ces faits bien connus et la question de la décom-
position des vecteurs au sein de la théorie de la question (E)? En passant par
la représentation duale des éléments de V, il est tres facile de montrer que :

<dx,D >

——|d =
< dx,dx > jdx >

_ T .| D
< dx,dx > 2(®)(dx, dx) . |D >

Cela permet donc de reformuler la projection orthogonale sous la forme :

1
D = mTQ(@)(dK, dX)‘D > + 7 avec <dX,Z > = 0

Le formalisme de la partie située & droite du signe de 1’égalité exhibe alors une
similitude claire avec celui des décompositions proposées dans le cadre de 1’étude
de la question (E) dont la partie principale est une table de Pythagore.

Cependant et comme d’habitude, les apparences peuvent induire en erreur. Il
convient de se garder de tirer des conclusions hatives car la relation obtenue
ci-dessus ne rentre dans le cadre de la théorie de la question (E) que s'il est
possible d’écrire :

D = [dx,D]4 + € (4)

J’explique la présence du vecteur € un peu plus loin dans ce document. Toujours
est-il que, dans ces conditions :
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1.6 Zoom sur les espaces de dimension trois pseudo-euclidiens.

— La relation résultant de ’étude d’une projection orthogonale du vecteur
D sur ’axe dont la direction est celle donnée par le vecteur dx permet
d’écrire :

1

Djpg= ——F7—.
[dx, D] < dx,dx >

Tr(®)(dx, dx).|D > +(z — €)

<dx,dx ># 0, <dx,z >= 0.

— Cette reformulation coincide avec un énoncé particulier de la question
(E) : « Soit un projectile dx de V interagissant avec la cible D par le
biais d’un produit de Lie déformé [..., ...]4; le produit de Lie déforme
[dx,D]4 accepte-t-il des décompositions non-triviales dans M(D, R) x
V7 » qui accepte une réponse positive puisqu’il existe alors des paires :

1
<dx,dx >’

( Ty(®)(dx, dx), (z — €))

<dx,dx ># 0, <dx,z >= 0.
... représentant justement ces décompositions.
Remarque 1.2. Un cas particulier en lien avec la notion de neutre & gauche.

Lorsque le vecteur e devient nul, le projectile dx se comporte formellement
comme un neutre a gauche vis-a-vis de la cible D\dént la décomposition ortho-
gonale est étudiée ; preuve visuelle :

1

D=[dx,Djg = —————.
[dx, D] < dx,dx >

T5(®)(dx, dx).|D > +z

<dx,dx ># 0, <dx,z >= 0.

Il reste & vérifier si cette éventualité est raisonnablement envisageable ou non.
Il s’agit 14 d’un probléme mathématique bien plus difficile que les apparences le
laissent supposer.

1.6 Zoom sur les espaces de dimension trois pseudo-euclidiens.

La démarche précédente vaut quelle que soit la dimension D supérieure &
deux ; donc en particulier lorsque D = 3.

Dans une ambiance pseudo-euclidienne (A — [A] = [J]), la relation obtenue grace
& une projection orthogonale du vecteur D permettant d’impliquer un produit
vectoriel s’écrit :

1

<dx,dx ># 0, < dx,z>= 0.

Le déterminant de n’importe quelle table de Pythagore est nul; donc celui de la
table de Pythagore T(®)(dx, dx) impliquant I’élément dx de V aussi. A cause
de ceci, il peut a prior: s’interpréter comme un noyau de classe II. Mais est-ce
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1 HESSIENNES A DETERMINANTS NULS ET GEOMETRIE
PROJECTIVE.

toujours vrai 7 En particulier que se passe t-il lorsque le vecteur € devient nul ?
Et est-il vraiment permis qu’il s’annule 7 Dans un espace tridimensionnel, soit
cette figure destinée a éclairer la compréhension :

z dxA D

La nullité éventuelle du vecteur € pose probléme parce que ’égalité étudiée
s’écrit :
1

= D = D=— T .|D
e=0= dx A ~dx.dx S 2(®)(dx, dx).|D > +z

<dx,dx ># 0, < dx,z>= 0.

De sorte que dans une discussion sur V qui respecterait (conditionnel) les pro-
priétés caractérisant habituellement le produithvectoriel classique, cette décom-
position ne serait recevable que si :

1. Le neutre a gauche-fle projectile dx des produits étudiés) était simulta-
nément orthogonal :

(a) a la partie résiduelle de cette décomposition non-triviale; ce qui est
assuré dés le départ de cette discussion puisqu’elle concerne des dé-
compositions orthogonales : z 1 dx.

(b) au vecteur D dont la décomposition orthogonale est étudiée; ce qui
est une condition s’ajoutant aux conditions initiales impliquant : p =

0.

2. Le vecteur D était un spineur d’un espace de dimension trois ; voir 'ex-
posé fondateur de la notion de spineur dans [10].

Or, si tel était le cas, la formulation de la projection orthogonale étudiée dans
ce document et les propriétés des tables de Pythagore livreraient les égalités D
=dx AD =2z

1l serait donc logique d’en tirer la conclusion que le produit-vectoriel impliquant
le vecteur D et s’identifiant avec lui ne serait de facto pas vraiment décomposé !

Définition 1.2. L’énigme euclidienne dans les espaces de dimension trois.

Puisque la discussion a lieu sur V et admet de manipuler des vecteurs dont
les composantes sont des nombres complexes, il vaut mieux ne pas donner une
importance exagérée a la figure de la remarque précédente. Son role reste indi-
catif et pédagogique. Toujours est-il que dans la restriction de cette discussion
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aux vecteurs dont les composantes sont réelles, la situation & laquelle méne 1’an-
nulation du vecteur € n’est visiblement pas possible. Elle n’est tout simplement
méme pas envisageable du point de vue géométrique. Ce a quoi il faut ajouter
que dans ce contexte, une relation telle que D = dx A D méne immanquable-
ment & la nullité du vecteur dont la projection est étudiée : D = 0. De sorte
que toute la démarche présentée jusque-la a abouti & montrer que ’annulation
du vecteur € en ambiance euclidienne revient & étudier la projection orthogonale
triviale et sans intérét : 0 = 0.dx + 0.

2 Analyse.

2.1 Qu’avons-nous appris ?

1. Quelle que soit la dimension entiére D supérieure ou égale a deux (D >
2) de l'espace mathématique V = C ® E(D, R) dans lequel la discussion
a lieu, un vecteur D peut étre projeté orthogonalement ! sur un axe dont
le vecteur directeur dx est non isotropique ? selon la relation générique :

<dx,dx>#0=31:D=p.dx+2,<dx,z>=0 < dx L z

Cette projection orthogonale-la permet toujours d’impliquer une table
de Pythagore dont les arguments sont ceux de la paire (dx, D). Le déter-
minant de cette table, comme celui de Yensemble des tables, est nul. A
ce titre elle pourrait en principg’étre’un noyau de classe 11 apparaissant
dans la décomposition{dunl produit vectoriel éventuellement déformé.

2. La recevabilité de cette interprétation dans un espace tridimensionnel C
® E(3, R) (A — [A]) en ambiance pseudo-euclidienne ([A] = [J]), ouvre
une problématique. En effet, comme le résultat habituel d’un produit
vectoriel classique est orthogonal au plan dessiné par ses arguments, ce
produit ne peut s’identifier avec aucune des combinaisons linéaires de ces
arguments-1a.

dx ND # a.dx + .D

Il est donc nécessaire d’introduire un acteur supplémentaire non-nul, le
vecteur € (# 0) qui, rajouté au produit vectoriel considéré, pourra redon-
ner le vecteur dont la décomposition est étudiée. Dans ces circonstances,
IEqu.(4) doit impérativement se décliner de maniére particuliére :

D= (dxAD)+ee€e#0 (5)

3. Pour autant, en dehors des situations euclidiennes des espaces de dimen-
sion trois, la nullité du vecteur € ne semble pas d’emblée interdite. Son
occurence oblige & poursuivre la ligne initiée au niveau de la remarque
1.2, ¢’est-a-dire & étudier la notion de neutre a gauche sur V= C ® E(D,
R) de fagon systématique.

1. Ce qui veut dire que la droite passant par I'extrémité du vecteur & décomposer croise
orthogonalement ’axe sur lequel cette extrémité est projetée.
2. <dx,dx> # 0.
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2 ANALYSE.

4. Enfin,le raisonnement venant d’étre tenu souléve la question de la préser-
vation des propriétés classique du produit vectoriel dans une discussion
impliquant des éléments d’un espace de dimension supérieure & trois et
leurs produits de Lie déformés. Par exemple : quid de l'orthogonalité
entre un produit de Lie donné et chacun de ses arguments 7 De maniére
générale :

1

dx,Djp = ————.
[dx, D] < dx,dx >

T5(®)(dx, dx).|D > +(z — ¢)

... va induire :
<dx, [dx,D]g >=<dx,D — € >
En suivant la méme veine, il est possible d’en déduire :
<D, [dx,D]s >=<D,D — >

De sorte que chaque fois qu’il sera envisageable de faire tendre le vecteur €

vers le vecteur nul tout en préservant les conditions assurant 1’existence

d’une projection orthogonale telle qu’elle et définie dans ce document

(Deéf. 1.1) :

— Torthogonalité entre un produit de Liejdéformé et le projectile impli-
qué dans ce produit seragtoujours perdue; en effet :

Limic—o < dx, [dx,D]4 >=<dx,D ># 0

— Torthogonalité entre un produit de Lie déformé et la cible impliquée
dans ce produit sera en général perdue, sauf si la cible D est un
vecteur isotropique au sens donné & cet adjectif par E. cartan dans
[10]; en effet :

Lim.—o <D, [dx,D]y >=<D, D >

2.2 La multiplicité des décompositions.

Le raisonnement exposé ci-dessus poursuit essentiellement un objectif pé-
dagogique : celui de montrer le lien formel possible entre le traitement de la
question (E) et la notion de projection orthogonale. La difficulté technique in-
déniable accompagnant la limite euclidienne tridimensionnelle invite a élargir le
propos initial & des situations un peu moins restrictives et basiques. La maniére
dont la question (E) envisage les décompositions/divisions est sans doute un
peu plus vaste et sophistiquée qu’un point de vue se limitant aux seules décom-
positions orthogonales en ambiance réelle.

D’un coété, le schéma classique de la décomposition orthogonale en géométrie
euclidienne. Le vecteur D est projeté orthogonalement sur ’axe dont dx déter-
mine la direction.
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D

De lautre, la démarche de la question (E). En partant d’une paire (dx,
D), il existe bien des fagons de réaliser des décompositions (divisions) dont les
deux parties restent orthogonales entre elles. Dans la figure suivante, le vecteur
D est projeté orthogonalement sur l’axe dont [P].|dx> détermine la direction.
FElle montre simplement en quoi le schéma classique envisagé au début de ce
document n’est qu'un type particulier de décompositions orthogonales.

e —

Il est également possible @envisager le cas ol la partie résiduelle z est or-
thogonale au vecteur décomposé :<D, z> = 0:

dx |
¥

Dans tous les cas, il est conseillé de ne pas avoir une confiance aveugle dans
les schémas et d’examiner si le type de décomposition envisagé permet de réali-
ser une jonction avec la théorie des produits tensoriels (resp. de Lie) déformés.

(©) Thierry PERIAT, 30 mars 2024.
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